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В статье изучается медленный поток вязкой несжимаемой жидкости,
ограниченной двумя параллельными плоскостями. Течение вызвано ли-
бо движением одной плоскости относительно другой, либо перепадом
давления вдоль двух неподвижных плоскостей. Предполагается, что
вязкость жидкости есть многочлен первой степени от температуры, а
в рассматриваемом объеме поддерживается постоянный градиент этой
величины. Это приводит к возмущению потока по сравнению с изотер-
мическим случаем. Асимптотическими методами исследована зависи-
мость возникающих искажений от типа потока и взаимной ориентации
потока и градиента температуры. При этом перепад температуры на
расстоянии, равном зазору между плоскостями, считается малым. По-
казано, что эти искажения могут вноситься как в скорость, так и в
давление жидкости. В последнем случае при наличии в жидкости взве-
си возможно возникновение дополнительной подъемной силы или силы
тяги, действующей на инородные частицы.
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Введение
Многие природные, а также широко применяемые в промышленности и пер-
спективные материалы представляют собой жидкости или суспензии, свойства ко-
торых зависят от температуры. Изменяя имеющееся в среде распределение тепла,
можно влиять на картину течения и тем самым управлять естественным или тех-
нологическим процессом, в который вовлечены упомянутые жидкости.
Классическим примером процесса, возникающего вследствие неоднородности
поля температуры, служит свободная конвекция [1]. Она хорошо изучена; для ее
протекания необходимо, чтобы от температуры зависела плотность жидкости.
Другой характеристикой текучих сред, зависящей от температуры, является
вязкость, причем эта зависимость выражена гораздо более ярко, чем у плотности.
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Так, в диапазоне температур от 10∘C до 90∘C плотность воды практически не
меняется, а вязкость уменьшается в 4 раза [2].
Значительную часть исследований о движении жидкости с переменной вязко-
стью составляет решение задач о термофорезе частиц в покоящейся среде или в ее
однородном потоке под действием продольного градиента температуры. При этом
условие прилипания на поверхности тела заменяется на более сложное [3–5]. Под-
классом данных исследований является моделирование термокапиллярных эф-
фектов на поверхности капель или пузырьков (см., например, [6]). Иным при-
мером задач об инородных включениях в текучей среде служит движение тел в
геофизических потоках. Так, всплытие шара с иными физическими свойствами в
раскаленной магме исследовалось в [7, 8].
Тем не менее, моделирование жидкостей с вязкостью, зависящей от температу-
ры, представляет и самостоятельный интерес. К примеру, к таким средам относит-
ся нефть [9]; соответственно, при извлечении из пласта породы ее можно нагревать
с целью повысить ее текучесть. Моделирование сдвигового потока в присутствии
градиента температуры, лежащего в плоскости этого потока, составляет содержа-
ние статьи [10].
Излагаемая далее работа продолжает описанную тематику и посвящена ма-
тематическому описанию различных движений вязкой жидкости между двумя
параллельными пластинами. С одной стороны, такие модели служат достаточно
хорошим приближением многих реальных технологических процессов. С другой
стороны, в силу своей простоты эти потоки, называемые также вискозиметриче-
скими, имеют особое значение, поскольку служат эталонами, при рассмотрении
которых определяется вязкость как чистых жидкостей, так и дисперсных сред –
суспензий и эмульсий [11,12].
1. Общая постановка задачи
Будем рассматривать несжимаемую жидкость и считать ее движение настоль-
ко медленным, а числа Рейнольдса такими малыми, что инерционными слагае-
мыми в уравнениях движения можно пренебречь. Предположим также, что на
изучаемое вещество не действуют внешние силы.
Если бы температура в жидкости была постоянной, то ее течение подчинялось
бы уравнению Стокса и условию несжимаемости [1]:
𝜂∆?⃗? = grad 𝑝, div ?⃗? = 0,









где 𝜂 – вязкость среды, ?⃗? = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) и 𝑝 – скорость и давление в ней. Повторение
буквенного индекса означает суммирование по нему в пределах от 1 до 3.
Если учитывать перепады температуры 𝑇 в жидкости, то недостаточно в урав-
нении (1) заменить 𝜂 на известную функцию 𝜂(𝑇 ). Вместо этого приходится рас-
28 СЫРОМЯСОВ А.О., МЕНЬШАКОВА Т.В.
сматривать уравнения динамики сплошной среды, содержащие компоненты тен-







, 𝑖 = 1, 2, 3.
Здесь 𝜌 – плотность вещества, 𝑡 – время, 𝑓𝑖 – ускорение (массовая плотность)
внешних сил. При малых числах Рейнольдса левой частью последнего равенства
можно пренебречь. Кроме того, как было сказано вначале, внешние силы отсут-
ствуют, т.е. 𝑓𝑖 = 0. Наконец, для вязкой жидкости




















При 𝑇 = const отсюда получается уравнение (1). Условие несжимаемости не ме-
няет своего вида.
Будем рассматривать простейший случай, когда температура зависит от коор-
динат линейно:
𝑇 = 𝑇0 + 𝑇𝑗𝑥𝑗 , (3)
где число 𝑇0 – значение 𝑇 в начале координат, 𝑇 = (𝑇1, 𝑇2, 𝑇3) есть постоянный
градиент температуры.
Зависимость вязкости от температуры возьмем в форме
𝜂(𝑇 ) = 𝜂0
(︁




здесь 𝜂0 = 𝜂(𝑇0), коэффициент 𝛼 > 0 постоянен. Формула (4) отражает известное
свойство вязкости (ее убывание при возрастании температуры) и может служить
приближением для более сложных зависимостей в случае, когда перепад темпера-
туры не слишком велик.
Наконец, опишем геометрию задачи. Плоскости, между которыми заключена
жидкость, считаются горизонтальными, а зазор между ними равен 𝑅. Без ограни-
чения общности, начало координат можно поместить на нижнюю плоскость, а ось
𝑂𝑥2 направить вертикально вверх. Тем самым, нижняя плоскость имеет уравнение
𝑥2 = 0, а верхняя – уравнение 𝑥2 = 𝑅 (рис. 1).
Рис. 1: Геометрия задачи
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В зависимости от того, какие условия задать на этих плоскостях, будут воз-
никать разные типы основного потока. В свою очередь, они будут по-разному
видоизменяться в зависимости от того, куда направлен градиент температуры.
2. Сдвиговой поток между пластинами























размерность задачи об изотермическом течении жидкости понижается, поскольку
очевидно, что вдоль оси 𝑂𝑥3 движения не происходит. Это позволяет получить
следующее хорошо известное решение системы уравнений (1):
𝑝 = const, 𝑢1 =
𝑈
𝑅
𝑥2, 𝑢2 = 0, 𝑢3 = 0. (6)
Условия (5) означают, что нижняя плоскость неподвижна, а верхняя переме-
щается параллельно ей со скоростью 𝑈 в направлении 𝑂𝑥1. Без ограничения общ-
ности далее считается, что 𝑈 > 0.
Из (6) следует, что жидкость движется вслед за верхней плоскостью, причем
чем ближе слой жидкости расположен к этой плоскости, тем пропорционально
больше скорость течения. При этом давление в жидкости сохраняется постоянным.
2.2 Введение малого параметра
Учитывая перепад температуры в жидкости, вместо общего выражения (3)
будем рассматривать три варианта, в которых вектор 𝑇 направлен вдоль осей
𝑂𝑥1, 𝑂𝑥2 и 𝑂𝑥3:
𝑇 = 𝑇0 + 𝑇1𝑥1; 𝑇 = 𝑇0 + 𝑇2𝑥2; 𝑇 = 𝑇0 + 𝑇3𝑥3. (7)
Относительную скорость изменения температуры от точки к точке опишем с по-




; 𝛿 = 𝛼
𝑇2𝑅
𝑇0




Из (4), (7), (8) следуют, соответственно, три варианта представления вязкости:
𝜂 = 𝜂0
(︁
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Перепад температуры на толщине зазора между плоскостями каждый раз счи-
тается малым; поэтому 𝛿 есть малый параметр. Следовательно, очевидным мето-






𝑖 𝛿 + . . . ,
(12)
𝑝 = 𝑝(0) + 𝑝(1)𝛿 + . . . ,
Далее в суммах такого рода ограничимся слагаемыми не выше первого порядка
малости по 𝛿.
Отметим, что нулевые приближения 𝑢(0)𝑖 , 𝑝
(0) разложений (12) являются реше-
ниями уравнений Стокса (1). Например, при моделировании течения сдвига они
удовлетворяют (5) и задаются формулами (6).
2.3 Возмущения сдвигового потока продольным градиентом температуры
В случае, когда градиент температуры направлен вдоль 𝑂𝑥1, после подстанов-














































































частн) – произвольное частное решение первых двух уравнений
в (13); (𝑢(1)𝑖,одн, 𝑝
(1)































По форме последняя система представляет собой “обычные” уравнения Стокса (1).
Ее решение подбирается так, чтобы в сумме с частным решением удовлетворять
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Поскольку для таких 𝑢(1)1,частн и 𝑢
(1)
2,частн условия несжимаемости вместе с гранич-
ными уже выполнены, то решение однородной системы можно считать нулевым.
Действительно, при этом исходная система (13) удовлетворяется полностью, а по










Тем самым, если градиент температуры направлен вдоль по движению верхней
плоскости, то двумерность сдвигового течения не нарушается, а распределение
скоростей жидкости не искажается. Однако в этом случае возникает дополнитель-
ный градиент давления. В силу того, что 𝑝(1) зависит только от 𝑥2, он направлен
вертикально, т.е. поперек потока, а не вдоль него, как можно было ожидать.




𝑥2 + const + . . . = −𝜂0𝑈
𝑇1𝑥2
𝑇0𝑅
+ const + . . . .
Предположим теперь, что в изучаемый поток помещены инородные тела (частицы
взвеси), имеющие ту же теплопроводность, что и исходная жидкость, и потому не
влияющие на распределение температуры. Поскольку при 𝑇1 > 0 давление будет
убывать при удалении от нижней плоскости, то возникнет подъемная сила, дей-
ствующая на эти тела. Аналогично, если 𝑇1 < 0, то появится сила, прижимающая
частицы к нижней плоскости.
Подчеркнем, что поперечная по отношению к потоку сила (подъемная или при-
жимающая), приложенная к взвеси, возникает вследствие продольного градиента
температуры.
2.4 Возмущения сдвигового потока поперечным градиентом температуры
Рассмотрим теперь случаи, когда вектор 𝑇 направлен вдоль оси 𝑂𝑥2 или 𝑂𝑥3,
и будем действовать аналогично тому, как описано выше:
1. Подставим одно из равенств (10) или (11), а также (12) в (2) и граничные
условия (5). Тем самым будут выведены уравнения для функций первого
приближения 𝑢(1)𝑖 и 𝑝
(1).
2. Далее подберем частное решение полученной неоднородной системы.
3. Наконец, удовлетворим граничные условия и условия несжимаемости подбо-
ром подходящего решения однородных уравнений.
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Т.о., плоская картина течения вновь не нарушается, но возникает добавочный пе-
репад давления. Вследствие зависимости 𝑝(1) от 𝑥1 он ориентирован вдоль потока
или вновь поперек градиента температуры.
Теперь на частицы взвеси, которые могут быть помещены в жидкость, будет
действовать направленная параллельно течению сила тяги (при 𝑇2 > 0) или со-
противления (при 𝑇2 < 0, соответственно).
В случае, если 𝑇 ||𝑂𝑥3, для неизвестных 𝑢(1)𝑖 и 𝑝(1) получается однородная си-
стема уравнений с нулевыми граничными условиями. Соответственно, ее решение
тоже является нулевым. Тем самым, в первом приближении по параметру 𝛿 гра-
диент температуры, приложенный перпендикулярно плоскости, в которой проис-
ходит сдвиг, не оказывает на течение никакого влияния.
Это явление можно объяснить тем, что при 𝑇 = 𝑇0 + 𝑇3𝑥3 изменение темпера-
туры, а вместе с ней и вязкости, происходит лишь при переходе от одной плоскости
𝑥3 = const к другой. Но внутри каждой из этих плоскостей, параллельных плос-
кости сдвига 𝑂𝑥1𝑥2, течение не искажается.
3. Параболический поток в плоском канале
3.1 Невозмущенный параболический поток
Теперь предположим, что обе плоские стенки неподвижны, и установим посто-


























где ∆𝑝 – падение давления на продольном участке длины 𝑙.
Решение (1) при этих дополнительных условиях также известно:
𝑝 = −∆𝑝
𝑙





𝑥2(𝑅− 𝑥2), 𝑢2 = 0, 𝑢3 = 0. (14)
Вязкость 𝜂 в последнем равенстве заменена на значение 𝜂0, характерное для изо-
термического потока при температуре 𝑇0. Равенства (14) описывают параболиче-
ский поток, параллельный плоскости 𝑂𝑥1𝑥2. При этом распределение скоростей
симметрично относительно плоскости 𝑥2 = 𝑅/2, находящейся посередине между
неподвижными пластинами.
ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ МЕЖДУ ПЛОСКИМИ СТЕНКАМИ В... 33
3.2 Параболический поток с продольным градиентом температуры
Вновь рассмотрим искажения течения, возникающие при линейном распреде-
лении температуры и зависимости 𝜂(𝑇 ) вида (4). Разложим ?⃗? и 𝑝 по малому па-
раметру 𝛿 и будем действовать согласно алгоритму, описанному в разделе 2.3.






















































































, Φ3 = 0.
По сравнению с невозмущенным сдвиговым течением данный вариант сложнее:
не одно, а сразу два из уравнений (15) содержат неоднородность, что затрудняет
подбор частного решения системы.
Конкретно в исследуемом случае rot Φ⃗ = 0⃗, а значит, существует такая ска-
лярная функция 𝐹 , что Φ⃗ = grad𝐹 . Поэтому систему для определения частного










𝑖,частн = 0, 𝑖 = 1, 2, 3.








Тем самым, ?⃗?(1)частн удовлетворяет граничным условиям на обеих плоскостях
𝑥2 = 0 и 𝑥2 = 𝑅, а также условию несжимаемости. Поэтому решение соответ-
ствующей однородной системы уравнений можно считать нулевым.












Тогда функция 𝑝(1) находится из цепочки равенств:
𝑝(1) = 𝑝
(1)
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Нетрудно проверить, что итоговое распределение давления симметрично относи-
тельно 𝑥2 = 𝑅/2, т.е. относительно середины зазора 0 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑅 между неподвиж-
ными плоскостями. Тем самым, симметрия в распределении давления совпадает с
симметрией температуры и невозмущенного потока.
Из (16) следует, что давление минимально при 𝑥2 = 𝑅/2. Это значит, что
если бы изучаемая жидкость содержала взвесь, то инородные частицы под дей-
ствием возникающего перепада давления собирались бы ближе к середине зазора,
“отталкиваясь” от его границ. В этом состоит отличие неизотермического пара-
болического потока от течения при постоянной температуре: в последнем случае
миграции взвеси не происходит.
3.3 Параболический поток с поперечным градиентом температуры
Обратимся к вариантам, когда невозмущенный (изотермический) поток опи-
сывается формулами (14), а зависимость вязкости от координат – формулами (10)
или (11). При этом градиент температуры направлен перпендикулярно потоку –
вдоль осей 𝑂𝑥2 и 𝑂𝑥3, соответственно.
В обоих случаях для первого приближения скорости и давления справедливы









, Φ2 = Φ3 = 0,






, Φ2 = Φ3 = 0.
Какой бы из этих вариантов ни был рассмотрен, условие rot Φ⃗ = 0⃗ не выполня-
ется. Это означает, что и в том, и в другом случае градиент температуры приводит
к искажению не только давления в жидкости, но и распределения скоростей, при-
чем это добавочное поле скоростей должно быть вихревым.
Заключение
Итак, в рамках статьи изучались происходящие при неоднородном распреде-
лении температуры медленные линейные (сдвиговые) и параболические течения
вязкой жидкости, помещенной в зазор между твердыми пластинами. Изменение
температуры влияет на вязкость жидкости; в свою очередь, это искажает перво-
начальную картину течения.
Градиент температуры считается относительно малым, что позволяет предста-
вить скорость и давление в виде асимптотических разложений по соответствующе-
му безразмерному параметру. Возмущения, вносимые неизотермичностью потока,
найдены в первом приближении по этому малому параметру.
Получено, что в большинстве случаев искажению подвергается только давле-
ние. Неожиданным результатом служит то, что в сдвиговом потоке возникающий
дополнительный градиент давления может оказаться не коллинеарным, а перпен-
дикулярным приложенному градиенту температуры. Если же основное течение
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является параболическим, то искажению может подвергаться и его скорость, при
этом возмущение потока является вихревым.
Расчеты в статье проведены для чистой жидкости, не содержащей инородных
включений. Однако эти результаты позволяют сделать первоначальные выводы и
о поведении дисперсных сред. Так, известная зависимость добавочного градиен-
та давления от перепада температуры может помочь при управлении миграцией
твердых частиц в суспензии, что важно, например, при очистке жидкостей от
вредных примесей.
Более сложной проблемой является задача о термогидродинамическом взаи-
модействии твердых частиц в жидкости. В ней требуется расчитать перекрестный
эффект от искажения температуры, скорости и давления с учетом возмущений,
вносимых в эти поля каждым из инородных тел. Результаты, полученные в данной
статье, служат необходимым подготовительным этапом для решения указанной
задачи.
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Slow flow of incompressible viscous fluid confined by two parallel planes is
studied in the paper. The flow is caused either by motion of one plane with
respect to another or by pressure drop along the planes. It is supposed
that fluid viscosity is the first-order polynomial of temperature and that its
gradient is constant in the entire domain under study. These two reasons
cause the flow to be disturbed (compared with isothermal case). Depen-
dence of these disturbances on the type of flow and on the orientation of
temperature gradient with respect to the flow is investigated by asymptotic
methods. Temperature drop on distances equal to the gap between planes
is supposed to be small during the investigation. It is shown that both
fluid velocity and pressure may be disturbed. In the last case additional
lift or drag force may act on the alien particles suspended in the fluid (if it
contains any).
Keywords: viscous fluid, Stokes approximation, variable viscosity, tem-
perature gradient.
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